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1 Introduction 

La notion d'algebroide de Lie a ete introduite par J. Pradines dans [Pra] en 
liaison avec les groupoides de Lie. 

Cette notion qui generalise a la fois la structure d'algebre de Lie et le fibre 
tangent a une variete apparait comme un cadre adapte pour des problemes 
qui interviennent notamment : 



*L'auteur remercie Fernand Pelletier pour les diverses remarques et discussions. 



1 



— en mecanique ou une theorie des systemes lagrangiens et hamiltoniens 
peut etre developpee sur de telles structures (cf. |Wein2j . [CLMMj . 
[CarMa?] ^ 

— en geometrie symplectique en vue de la symplectisation de varietes de 

Poisson et d'applications a la quantisation ( [Karj . [Weinlj ) 

— en Geometrie oii la classification des algebroides de Lie ( [FerStr j ) est 

associee aux G-structures de types finis ; cette notion de G-structure 
couvre la plupart des structures geometriques classiques ( |Molj ) . 

— en theorie du controle optimal oii existe une version du principe du maxi- 

mum de Pontryagin (cf. |Mart| ) . 

En dimension finie, il existe une bijection entre 

— structures d'algebroi'des de Lie sur un fibre muni d'une ancre et structures 

de Poisson sur son dual 

— structures d'algebroi'des de Lie et differentielles de Lie (cf. [Marlj . |CLMM| ). 

La generalisation de ces situations au contexte de varietes banachiques est 
etudiee dans [CabPelj . 

L'etude des limites projectives (ou inverses) de systemes de divers types 
d'espaces a donne lieu a de nombreux travaux : 

— limites projectives de fibres tangents d'une variete differentiable de di- 

mension finie (cf. |Gal3j ) et plus generalement limites projectives de 
fibres vectoriels (cf. |AgliSur2] ) , un exemple classique etant fourni par 
la geometrie du fibre des jets d'ordre infini telle qu'elle est developpee 
par exemple dans |Sau| 

— limites projectives de groupes de Lie banachiques etudie dans [Gall] en 

liaison avec les groupes ILB ( |Omoj . |Schm] ) 



— universal laminated surfaces etudiees par Nag et Sullivan dans NagSul 
et utilisees en Physique Mathematique. 

Rappelons que la notion de limite projective a ete introduite par Weil dans 
[Weilj pour discuter de la structure des groupes localement compacts. 

De nombreux problemes apparaissent sur des varietes modelees sur des es- 
paces de Frechet F : resolution dans un cadre general d'equations differentielles 
(cf. [Ham]) et structure pathologique du groupe Gl{¥) (qui n'admet pas de 
structure raisonnable de groupe de Lie). Ces problemes out une solution 
sur certaines limites projectives d'espaces : d'une part, existence de courbes 
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integrales de champs de vecteurs, de courbes autoparalleles relativement a 
des connexions lineaires (cf. |AghSur2] ) , section globale horizontale pour des 
connexions sur certains espaces ( [AghSurT] ) ; d'autre part, existence d'un 
groupe de Lie generalise Hq(¥) comme groupe structural pour le fibre tan- 
gent (cf. [Gal2] ). 

On s'interesse ici au cadre des limites projectives d'algebroides de Lie ba- 
nachiques que Ton pent munir de structures frechetiques. On pent trouver 
dans [KisVanj la notion d'algebroide de Lie variationnel, utilise dans le cadre 
des EDP, oil les champs de vecteurs sont remplaces par des sections d'un 
fibre au dessus d'une limite projective de jets. 

Le resultat principal de ce papier (Theoreme [T2|) afiirme que la limite pro- 
jective forte ( ]^m Ei, ]^iin Ti,]^mMi, ]^mpi^ d' algebroi'des de Lie banachiques 
(oil Ei est un fibre vectoriel de base M et ou pi : Ei ^ TMi est I'ancre) a 
une structure d'algebroide de Lie frechetique. 

On rappelle dans la partie [2] les notions de varietes et de fibres modeles sur 
des espaces vectoriels adaptes, convenient vector spaces selon la terminologie 
de Kriegel et Michor ( [KriMicT] ) . La notion de limite projective forte de 
fibres vectoriels banachiques introduite dans |AghSur2| et generalisant des 
resultats obtenus sur le fibre tangent par |Gal3| est rappelee dans la partie [3l 
La notion d'algebroide de Lie banachique est presentee ainsi que les notions 
de derivee de Lie, de differentielle exterieure et de morphisme dans la partie 
m (cf. |Ana| ) . On etablit dans la partie [5] la structure frechetique de la limite 
projective de ce type d'algebroides (theoreme [T2|) . Dans la partie[6]on donne 
ensuite des exemples de telles structures oii : 

— Ei = TMi et I'ancre est un tenseur de Nijenhuis (cadre adapte a I'oscil- 

lateur harmonique de dimension infinie) 

— Ei est un sous-fibre particulier de TMi ■ 

- pour des rangs finis, on obtient la notion de diffiete 

- le cadre des limites inverses d'espaces de Banach (ou de Hilbert) 
correspond aux rangs de dimension infinie ; on a alors un cadre 
interessant pour divers problemes en theorie quantique des champs. 

La derniere partie de ce travail est devolue a I'etude des limites projectives 
de semi-gerbes (eng. semisprays) et de courbes admissibles. 
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2 Varietes de dimension infinie modelees sur des 
espaces adaptes 



Le calcul differentiel classique fonctionne bien sur des varietes de dimen- 
sion finie ou banachique (cf. |Lanj ) . Les limites projectives de tels espaces 
et de fibres associes requierrent le calcul en dimension infinie developpe no- 
tamment dans [KriMicl] . On rappelle essentiellement dans cette partie les 
resultats enonces dans |KriMic2] . §2. 

2.1 Applications de classe sur des espaces vectoriels adaptes 

Si Ton souhaite munir un espace vectoriel localement convexe separe E d'une 
structure differentiable, la notion premiere est celle de courbe c :M ^ E de 
classe C°°. 

La courbe c est dite differentiable si pour tout t G M, la limite du taux 
- [c{t + s) — c (t)] existe. c est dit de classe C°° si toutes les derivees iterees 
existent. 

L'espace C = C°° (M, E) des courbes c : M — )• -E de classe C°° ne depend pas 
de la topologie localement convexe de E mais uniquement de sa bornologie 
associee (systeme de ses ensembles bornes). 

L'espace E est appele espace vectoriel adapte {convenient vector space selon 
la terminologie de [KriMicl] ) s'il verifie la condition de c°°-completude : 

Une courbe c :M ^ E est de classe C°° si et seulement si A o c : M — )• M est 
C°° pour tout X £ E* ou E* est le dual constitue de toutes les applications 
lineaires continues sur E. 

La topologie finale relative a I'ensemble C est appelee c°°-topologie de E et 
est notee c°°E. Un ouvert pour cette topologie est appele ouvert c°°. 
Pour des espaces de Frechet, cette topologie coincide avec la topologie d'es- 
pace vectoriel localement convexe donnee. Pour d'autres espaces (e.g. l'es- 
pace V des fonctions tests a support compact sur R) elle est strictement 
plus fine. 

Considerons maintenant deux espaces vectoriels E et F localement convexes 
et soit U C E un ouvert c°°. Une application f : E D U F, oil E et F 
sont deux espaces vectoriels adaptes et oii U est un c°°-ouvert de E, est dite 
de classe C~ si / o c G (R, F) pour toute c £ C°° (M, U) . De plus, cf. 
|KriMic2] . 2.3 (5), l'espace C°° {U,F) pent etre aussi muni d'une structure 
d'espace vectoriel adapte. 
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2.2 Varietes different iables 

2.2.1 Structure de variete different iable sur un ensemble 

Une carte {U, if) sur un ensemble M est une bijection : U ^ ip (U) C E 
d'une partie U de M sur un c°°-ouvert d'un espace vectorial adapte E. 
Une famille {Ua,fa)aeA cartes est appelee un atlas si tous les change- 
ments de cartes cpafi = fa ° '■ V/3 (^a H Up) — >■ {Ua H Up) sont de 

classe C°°. 

Deux atlas sont dits equivalents si leur reunion est encore un atlas. 
L'ensemble M muni d'une classe d'equivalence d'atlas est appele variete 
dijferentiable de classe (7°°. 

Un sous-ensemble W de la variete M est ouvert si et seulement si pour tout 
a e Ale sous ensemble (pa {Ua n W) de E est c°°-ouvert. 
La topologie ainsi definie est alors la topologie finale relativement a I'espace 
des courbes de classe C°°. 

2.2.2 Sous-varietes 

Un sous-ensemble N d'une variete M est appelee sous-variete si pour tout 
X e N il existe une carte {U, ip) de M telle que 

ip{UnN) = ip{U)r\F 

ou F est un sous-espace vectoriel ferme de I'espace vectoriel adapte E. 

2.2.3 Applications de classe C°° entre varietes 

Une application f : M ^ N entre deux varietes difFerentiables est dite de 
classe C°° si pour tout x € M et pour toute carte (V, ip) de telle que 
f (x) gV il existe une carte {U, (p) de M telle que x e U, f (U) C F et telle 
que ip o f o ip~^ est de classe C°°. Ceci est equivalent au fait que / o c est 
C°° pour chaquc courbe c : M ^ M de classe C°°. 
On note T I'anneau des fonctions de classe C°° de M dans M. 

2.2.4 Fibres vectoriels 

Soit p : F ^ M une application C°° entre varietes differentiables F et M. 
Une carte de fibre vectoriel sur {F,p,M) est un couple (U,^) on U est un 
ouvert de M et oil $ est un diffeomorphisme respectant la fibre, i.e. pour 
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lequel le diagramme ci-dessous est commutatif 




U xV 



P \ 



^ prl 



U 



ou V est un espace vectoriel adapte fixe appele fibre strandard. 
Deux cartes (C/i,$i) et {112,^2) sont dites compatibles si $1 o ($2)"^ ix,v) 
peut etre ecrit sous la forme (x, $1^2 (x) (v)) oil ^1^2 ■ Ui (11/2 ^ GL (V) . 
La fonction $1^2 est alors unique et C°° dans L (V) oil L (V) est I'espace 
des applications lineaires bornees (done C°°). 

Un atlas de fibre vectoriel {Ua, ^a)aeA po^^ p : F ^ M est un ensemble de 
cartes {Ua,^a) deux a deux compatibles ou est un recouvrement 

ouvert de la variete M. Deux atlas sont equivalents si leur reunion est encore 
un atlas. 

Un fibre vectoriel, de classe C°°, p : F ^ M est la donnee de varietes F 
(espace total), M (base) et d'une application p : F ^ M (projection) de 
classe C°° munies d'une classe d'equivalence d'atlas. 

Une section s de p : F ^ M est une application C°° u : M ^ F tellle que 
pou = lim Mm- 

L'espace F_ des sections de F peut etre muni d'une structure d'espace vec- 
toriel adapte. 

2.2.5 Vecteurs tangents 

Un vecteur tangent (cinematique) en un point x d'une variete M est une 
classe d'equivalence pour la relation suivante 



ou ([/, if) est une carte de M centree en x. 

II existe une autre notion de vecteur tangent qui est la notion de vecteur 
tangent operationnel ( [KriMicT] . 28.1) qui ne coincide pas necessairement 
sur des varietes adaptees a la notion de vecteur tangent cinematique. 

2.2.6 Fibre tangent 

L 'ensemble de tons les vecteurs tangents en les divers points de la variete 
M peut etre muni d'une structure de fibre vectoriel ; il est alors appele fibre 
tangent (cinematique) a M et note TM. 

Si (Ua, ^a)aeA atlas de la variete M alors les changements de cartes 

dans TM font intervenir les differentielles d^pap. 



ci ~ C2 si et seulement si 



{ 



ci (0) = C2 (0) = X G [/ 
(^oci)' (0) = (^oc2)'(0) 
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2.2.7 Champs de vecteurs 

Un champ de vecteurs cinematique est une section C°° du fibre tangent 
cinematique TM. On note X (M) I'espace des champs de vecteurs cinematiques 
qui pent lui aussi etre muni d'une structure d'espace vectoriel adapte. 
Pour des varietes regulieres au sens de [KriMicl] , 14, le crochet de Lie de 
deux elements X et y de X (M) pent etre defini, en supposant que M est 
un ouvert c°° d'un espace vectoriel adapte E, par 

[X, Y] = dY {X) - dx (y) 

ou X et y sont alors vus comme application M — > de classe C°°. 

2.2.8 Application tangente 

Si M et sont deux varietes differentiables, a toute application f : M ^ N 
de classe C°°, on pent associer a tout point x € M une application lineaire 
Txf '■ TxM Tj(^)M qui associe au vecteur tangent a une courbe c passant 
par X le vecteur tangent a la courbe foe passant par / {x). 
L'application obtenue Tf : TM — )• TN est alors C°° et est appelee applica- 
tion tangente de /. 

2.2.9 Champs de vecteurs relies 

Soient M et deux varietes differentiables et f : M N une application 

C°°. On dit que deux champs de vecteurs cinematiques sont /-relies si 

TfoX = Yof 

Xi, X2,Yi,Y2 designent maintenant 4 champs de vecteurs. 

Soit f : M ^ N une application de classe Si Xi et Yi (resp. X2 et Y2) 

sont /-relies alors [Xi,X2] et [yi,y2] sont aussi /-relies. 

Si f : M N est un diffeomorphisme local alors pour tout champ de 

vecteurs y G X (A^) il existe un champ de vecteurs f*Y G X (M) defini par 

(/*y) (x) = {T^fY^ (y (/ {x))) . L'application lineaire /* : X (iV) ^ X (Af) 

est alors un homomorphisme d'algebres de Lie. 

2.2.10 Courbe integrale d'un champ de vecteurs cinematique 

Une courbe c : / — > M de classe C°° est dite courbe integrale du champ de 
vecteurs X si pour tout t & I, on a : c' {t) = X (c (t)). 
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Pour un champ de vecteurs donne les courbes integrales peuvent ne pas exis- 
ter ( [KriMicT] . 32.12, exemple 1) localement et meme si elles existent, elles 
peuvent de pas etre uniques pour une condition initiale donnee ( |KriMicT| . 
32.12, exemple 2). Ceci est dii au fait que les resultats classiques relatifs a 
I'existence et a I'unicite de solutions d'equations differentielles sont fondes 
sur des theoremes resultant du theoreme du point fixe sur des espaces de 
Banach. 

2.2.11 Flot d'un champ de vecteurs 

Un flot local pour un champ de vecteurs X £ X (M) est une application, de 
classe C°°, ip^ : M xR D U ^ M definie sur un ouvert c°° U de M x {0} 
tel que : 

1. U f] {{x} X M) est un intervalle ouvert connexe 

2. Si (f-^ {x, s) existe alors cp^ (x, t + s) existe si et seulement si cp^ [cp^ (x, s) , t) 
existe et on a (p-^ {x, t + s) = ip^ (^(p-^ (x, s) , t) 

3. (p^ (x, 0) = X pour tout x G M 



Si un champ de vecteurs cinematique X admet un hot local p) alors pour 
toute courbe integrale c de X, on a c (t) = p>-^ (c (0) , t) et il existe ainsi un 
unique flot maximal. 

2.2.12 Fibre cotangent 

Une 1— forme en un point x d'une variete M est une forme lineaire bornee sur 
I'espace vectoriel adapte T^M (done appartenant a T^M'). L'ensemble de 
toutes ces 1— formes en les divers points de M peut etre muni d'une structure 
de fibre vectoriel appele fibre cotangent (cinematique) et note T'M. 
Un atlas {Ua, p>a)a£A classe C°° de M donne naissance aux fonctions de 
transition x i-^ d (p?^ o {p^a)~^) 



2.2.13 Formes differentielles 

Sur une variete M une 1— forme differentielle (cinematique) n'est autre 
qu'une section C°° du fibre cotangent cinematique T'M. L'ensemble de 
ces formes differentielles peut etre muni d'une structure d'espace vectoriel 
adapte. 



4. {x,t) = X {p^ ix,t)) 
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Sur une variete C°° reguliere M, la classe de formes differentielles ( |KriMic"T| . 
33.22) stable par derivee de Lie Lx, derivation exterieure d, produit interieur 
ix et image reciproque /* est 

(M) = L^it (TM, M xR) 

La derivee de Lie L : X (M) x n'' (M) n'' (M) est une application C°° 
definie par 

k 

(Lxio) {Xi, . . . ,Xk) = X {uj {Xi, . . . ,Xk)) -Y,^ {Xi, . . . ,[X,X^] , . . . ,Xk) 

1=1 

La differentielle exterieure d : n'' (M) $1^+^ (M) est et est definie par 

k 

{dco) [x] {Xo, ...,Xk) = J2 (-1)' Xi{co(^Xo,...X,---, Xk)) 

+ E {-^T^'^{[Xi,X,],Xo,...X,---,Xj,---,Xk) 

0<i<j<k 

3 Limite projective forte de fibres vectoriels ba- 
nachiques 

3.1 Limites projectives d'espaces topologiques 

Un systeme projectif d'espaces topologiques est une suite [ iXi,6j] I 
ou 

— pour tout i G'N, Xi est un espace topologique 

— pour tons i, j G N, tels que j > i, 6^ : Xj ^ Xi est une application 

continue 

— pour tout z E N, (5* = Idx^ 

— pour tons entiers naturels i < j < k, o Sj = 6^. 

Un element {xi),i^^ du produit appele un fil [thread] si pour tons 

ieN 

j > i, 5l (xj) = Xi. 

Le sous-espace X de JJ Xi constitue de tels elements, muni de la topologie 
projective, i.e. de la topologie la moins fine rendant continues toutes les 
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applications 6i = Pi/x (oii Pi ■ Xk — ?• Xi designe la projection sur Xi) 

est appelee limite projective de la suite ((Xj, 5^)j>j)igN (cf. |Scha| . p. 52). 
On note X = l^m Xj et T la topologie projective. Si x G X et si = di{x), 
une base de voisinages de T est alors donnee par toutes les intersections 
f~] i^i) 6st un voisinage de xi relativement a la topologie de 

I'espace Xi et oii L est un ensemble fini. 

Solent { (Xi,6j] ] et ( (1^,7^ I | deux systemes projectifs de 
limites projectives respectives X et Y. 

Une suite d'applications continues fi : Xi ^ Yi verifiant, pour tons 

hj G N, j > i, la condition de coherence 

7i o fj = fio^l 

est appelee suite projective d'applications. 

La limite projective de cette suite est I'application 

f: X ^ Y 

L'application / est alors continue et est un homeomorphisme si tons les fi 
sont eux-memes des homeomorphismes (cf. [AbbMan] ) . 

3.2 Limite projective forte de varietes banachiques 

La suite ( ( Mj , (5^ ) ) est appelee systeme projectif fort de varietes 



banachiques si 

— Mi est une variete differentiable modelee sur I'espace de Banach Mj 
h,Si) I est un systeme projectif d'espaces banachiques 

— pour tout X = (xi) G M = ]^mMi, il existe un systeme projectif de 

cartes locales {Ui,ipi)^^j^ tel que Xi € Ui oil la relation de coherence 

ipi o 5l = o ipj est verifiee 

— U = \^mUi est ouvert dans M. 

La limite projective M = ^imMj a alors une structure de variete frechetique 
modelee sur I'espace de Prechet M = l^m M^ oii la structure differentiable est 
definie via les cartes (f7, if) oh tp = ^in(/?j : U — )• {ipi {Ui)) . 
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est bien un homeomorphisme (limite projective d'homeomorphismes) et 
les applications de changements de cartes 



entre ouverts d'espaces de Frechet sont de classe C°° au sens de Kriegel et 
Michor (cf. [KriMicl] ). 

Exemple 1 Espace des jets d'ordre infini des sections d'un fibre vectoriel 
de rang fini au-dessus d'une variete reelle de dimension finie (cf fSau]/ . 
}AbbManl }. 

Exemple 2 Limite projective de groupes de Banach-Lie ( cf. IGallf . \Omof . 
JAbbManl ). 

Un groupe G est appele limite projective de groupes de Banach-Lie modele 
sur la limite projective G = ^irnGj si 

1. G = ^iniGj ou (^Gi,6j^ est un systeme projectif de groupes de Banach- 
Lie oil Gi est modele sur Gi 

2. Pour tout i G N i/ existe une carte {Ui, (fi) centree en le neutre Ci G Gi 
telle que : 

(a) 6j{Uj) C Ui pour j > i 




- A titre d' exemple simple, V espace des suites reellesW muni de la topologie 
produit est un groupe de Lie abelien, limite projective des groupes de Lie 
abeliens W , j G N. 

- Des exemples plus consequents correspondent aux groupes de Lie compacts 
eu egard au fait que tout groupe de Lie compact est la limite projective 
d'une famille de groupes de Lie compacts (cf. | WeiW ) 

On peut notamment definir sur de tels groupes de Frechet-Lie G I'exponen- 
tielle expG comme limite projective de la suite expd- Cette application est 
alors continue. 
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3.3 Limite projective forte de fibres vectoriels 

Soit I ( Afj, (5^ ) ) un systeme projectif fort de varietes banachiques ou 



chaque variete Mj est modelee sur I'espace de Banach Mj. 

On considere pour tout entier i le fibre vectoriel banachique {Ei,TTi, Mi) de 



fibre type Ej oil, de plus, ( (Ej, A| I I constitue un systeme projectif 
d'espace de Banach. 

Le systeme i [Ei, f^] ) est appele systeme projectif fort de fibres vec- 



toriels banachiques sur ^^Mj,(5^j J si pour tout (xj) il existe un systeme 

projectif de trivialisations {Ui,Ti) de {Ei,7ri,Mi), oil Ti : (tTj)"^ (C/j) 
Ui X Ej sont des diffeomorphismes locaux, tel que Xi G Ui (ouvert de Mi) et 
ou U = ^imC/i est ouvert dans M avec pour tons i,j € N tels que j > i on 
ait la condition de coherence 



On a alors la proposition suivante qui generalise le resultat de j Gal3 j relatif 
a la limite projective de fibres tangents a des varietes banachiques et dont 



on trouvera la demonstration dans AghSur2 



Proposition 3 Soit {EijUi^Mi)-^^ un systeme projectif fort de fibres vec- 
toriels banachiques. 

Alors { ]^vii Ei, ^m-TTi, ^m Mt^ est un fibre vectoriel frechetique. 

Notons que le groupe lineaire Gl (E) ne pouvant etre muni d'une structure 
de groupe de Lie ne pent pas jouer le role de groupe structural. II est ici rem- 
place par le groupe de Lie generalise, (E) = ]^H^ (E) limite projective 
des groupes de Lie banachiques 

(E) = I (/ii, . . . , hi) € f{Gl (E,) : A^^ o hj = hk o Ai, pour k<j< 
( j=i 

On obtient alors la differentiabilite des fonctions de transition T. 
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4 Algebroides de Lie banachiques 



4.1 Definition. Exemples 

Soit IT : E M un fibre vectoriel banachique dont la fibre type est un 
espace de Banach E. 

Un morphisme de fibres vectoriels p : E ^ TM est appele ancre. Ce mor- 
phisme induit une application p: E —^ TM =X(M) definie pour tout x de M 
et toute section s de E par : (/? (s)) (x) = p{s (x)) . 

On suppose qu'il existe un crochet [■, sur I'espace E qui le munisse d'une 
structure d'algebre de Lie. 

Definition 4 Le quadruplet (E, vr, M, p) est appele algehroide de Lie bana- 
chique si : 

1. p :{E, [., .]^) — 7> (X(M), [., .]) est un homomorphisme d'algebres de Lie 

2. [Sl,/S2]£; = / [S1,S2]£; + (/5(si)) (/) S2 pOUr toUS f & T et Si, S2 £E 

Exemple 5 E = TM et p = N est un tenseur de Nijenhuis, i.e. verifiant 
la propriete 

[NX, NY] = N (\NX, Y] + [X, NY] -N{\N,Y])) 
{TM,TT, M, N) est un algehroide de Lie pour le crochet [.,.]^ defini par 

[X, Y]^ = [NX, Y] + [X, NY] - N {[X, Y]) 
Le cas trivial correspond au cas ou N = limldTM 

Exemple 6 E est une distribution, i.e. un sous-fibre vectoriel de TM dont 
la fibre Ex au dessus d'un point x de la base M est un sous-espace vectoriel 
banachique ferme de codimension finie, qui est de plus involutive. L'ancre 
est alors I'injection canonique p : E TM. 

Exemple 7 E est le fibre cotangent a une variete banachique et p = P est 
un tenseur de Poisson. Le crochet sur les sections de T*M est defini (cf. 
jMagMor^ ) par 

{a, 13} p = Lpp (a) - Lp, (/3) + d Pa) 

Le fait que {T*M, P, M, {., .}p) ait une structure d'algebroide de Lie resulte 
de la propriete 

{a,/./3}p = /. {a,P}p + Lp^{f).^ 

On peut trouver une generalisation aux structures de Jacobi, structures in- 
troduites par Lichnerowicz (iLic^ ). dans JPon!^ . 
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Exemple 8 Soit une action a droite tp : M x G ^ M d'un groupe de Lie 
G sur une variete banachique M. On note Q I'algehre de Lie de G. II existe 
alors un morphisme naturel du fibre banachique trivial M xQ dans M defini 
par 

*(x,x) = r(,,e)V'(o,x) 



Pour tous X etY dans Q, on a : 

^{{X,Y]) = [^>{X),^{Y)] 



ou { , } designe le crochet de Lie sur Q (cf. \KriMiclV . 36.12). 
{M X (/,^',M, { , }) a alors une structure d'algebroide de Lie. 
4.2 Operateurs de derivation 

Peuvent etre definies, sur un algebroide de Lie banachique les notions de 
derivee de Lie Ls relativement a une section s de E (cette notion generalisant 
la notion de derivee de Lie Lx le long d'un champ de vecteurs, section du 
fibre tangent TM) et de differentielle exterieure dp (cf. [Anaj ) . 
Pour toute section s du fibre vectoriel E, il existe un unique endomorphisme 
gradue de degre de I'algebre graduee AE* , appele derivee de Lie relative- 
ment a s et note Lg verifiant les proprietes : 

1. pour toute fonction / G A'^£^* = T 

L's if) = Lpos if) = ipos {df) 

ou Lx designe la derivee de Lie classique par rapport au champ de 
vecteurs X 

2. pour tout g'-forme u g A'^E* (oil q > 0) 

{L^U) (Sl, . . . , Sg) = {UJ (Sl, . . . , Sq)) 
9 

— y^CJ (Sl, . . . , Si-l, [s, Si]^ , Sj+l, ■ ■ ■ ,Sq) 
i=l 
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D'autre part, on definit aussi pour toute fonction / € A^E* = T I'element 
de h^E* , note dp/, par 

dpf = tpodf (1) 
ou tp : T*M ^ E* est la transposee de I'ancre. 

11 existe un unique endomorphisme gradue de degre 1 de I'algebre graduee 
AE* appele derivation exterieure, note dp, verifiant les proprietes : 

1. pour toute fonction / € A^E* = J-", dpf est I'element de A^E* defini a 
la relation ([1]). 

2. pour tout element uj de A'^E* {q > 0), dpU) est I'unique element de 
^g+i jT:* |.gj pour tons sq, . . . ,Sq ^E_, 

q 

(dpUj) (so, ...,Sq) = Y^ {-ly {uj (so, ...,Si,..., Sq)) 
i=0 

Q 

+ ^ {-'^y^^ {^{[Si,Sj]^,So,...,Si,...,Sj,...,Sq)) 

0<i<j<q 

On a alors la propriete 

dp o dp = 

4.3 Morphismes d'algebroides 

Definition 9 Un morphisme de fibres vectoriels ip : E ^ E' au dessus 
de f : M ^ M' est un morphisme des algebroides de Lie banachiques 
{E,TT,M,p) et {E',tt',M',p') si I'application ip* ■. A'iE'* ^ A'>E* definie par 

(V'*"')!. ('^i' • • • ' = ii' o si,. . . ,tp o Sq) 

commute avec les differentielles : 

dp o ijj* = tp o dp' 

4.4 Courbes admissibles 

Dans le cadre de la Mecanique, un element a de £" pent etre vu comme un 
vecteur vitesse generalise, la vitesse naturelle v etant obtenue par application 
de I'ancre p a a, i.e. v = p{a). 

Une courbe 7 : [0, 1] — > est dite admissible (cf. [CLMMj l si m{t) = 
p{'^ {t)) oh t ^ m (t) = vr (7 (t)) est la courbe sur la base M. 
Un morphisme d'algebroides de Lie applique alors les courbes admissibles 
sur les courbes admissibles. 
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4.5 Semi-gerbes 

Soit {E,iT, M, p) un algebroide de Lie banachique et soit Tir : TE — ?> TM 
I'application tangente de vr. On notera te '■ TE —^Ele fibre tangent de E. 
La notion de semi-gerbe que Ton donne ici est une generalisation de celle 
utilisee lorsque E = TM. 

Definition 10 Une section S : E TE es appelee une semi-gerbe si 

1. Te o S = Me 

2. Ttt o S = p 

Nous avons alors le lien suivant entre courbes admissibles et semi-gerbes (cf. 

Proposition 11 Un champ de vecteurs sur E est une semi-gerbe si et 
seulement si ses courbes integrables sent des courbes admissibles. 



5 Limite projective forte d'algebroides de Lie ba- 
nachiques 

Un systeme projectif fort d'algebroides de Lie banachiques est la donnee 
d'une suite {Ei,TTi, Mi, pi)^^^ ou 



fi I I ™ systeme projectif fort de fibres vectoriels bana- 

chiques (tTj : Ei ^ Mi) au-dessus du systeme projectif fort de varietes 



— Pour tous i,j G N tels que j > i, on a 

Piofl= T6l o pj 

— f- : Ej — )• Ei est un morphisme d'algebroides de Lie {Ej,Trj, Mj, pj) et 

{Ei,TTi,Mi,Pi) 

Theoreme 12 Soit{Ei,TTi,Mi,pi)-^^ un systeme projectif fort d'algebroides 
de Lie banachiques. 

Alors { l^m. Ei,l^imTi, l^mMi , ]^m.pi j a une structure d'algebroide de Lie frechetique. 
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Preuve. — Remarquons tout d'abord que la limite projective ^imMj est 
munie d'une structure differentiable comme definie en 12. 2.11 



lim Ej, ^niTTi, ^m Mj est un fibre vectoriel frechetique de groupe struc- 
tural (E) (cf. Proposition [3|) . La limite projective des fibres (vetoriels) 
tangents (]^m.TMi , ]^m. pi , ^imMj^ est munie d'une structure de fibre vectoriel 
frechetique ; on obtient alors le resultat de |Gal3| . Theorem 2.1. 

Etudions maintenant les proprietes des sections des fibres vectoriels ^m TM^, ]^m Ei 
et la limite projective des ancres pi. 

Pour tels que gj = Qi o sj = (^Sj^ (gi) on pent definir la limite 

projective g = l^m g^ qui est encore de classe C°°. 

Remarquons tout d'abord que si Xi = T5j (Xj), nous avons Xi{gi) = 
(t6{ (Xj)'^ {g.i) = Xj(^gio5i^ = Xj{gj). On definit alors X = ]^Xi 
€ ^m j£ (Mj) et on obtient Xg = l^m Xjgi oil Xigi S J-^. 
Si les suites {X}).^^ et (Xf).^^ ou X},Xf G X(Mi) sont telles que X} = 
Tdi (y^f^ (resp. Xf = Tdj (^Xj^), elles donnenet naissance a des elements 

Puisque X^ et Xj sont Sj— relies (ainsi que Xf et Xj), leurs crochets Sj — 
le sont aussi, 

i.e. [Xl,Xf]. = T5{ Xj,Xf J et Ton obtient le crochet de X^ et 
comme limite projective de ces crochets. 

Soit s = l^msi oil Si GEi. Puisque les espaces ^imMj et ^im£'j sont des 
varietes differentiables, la section s : {xo,xi, . . .) i— )• (sq (xq) , si (xi) , . . . ) 
est de classe C°° (cf. definition 12. 2. 3p . 

Prouvons maintenant que Ton pent deduire la condition de compatibilite 

de la structure de morphisme de (commutativite avec les differentielles 
appliquee aux 1— formes) 
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Nous avons (^(^//) (ciij.ai)) (^s],s'j^ = {dEiOii) (^f- os],/, 

= Xl {ai (sf)) - Xf (a, [s])) - ai [s], s^]^^ 
D'un autre cote, nous avons 



o I ou 



ai 



{dE, {{ft 



= X] (a, (if o _ ^ {jl osl))- a, [if o /f o sj 
= X] (a, (5f )) - Xl {ai {sY)) - ai [// o 5], // o s\ 



Ei 



Puisque // est un morphisme, on obtient [s^, s^] ^ = ai // o Sj, f- o s. 
ct la condition de compatibilite. 

Ainsi le crochet [s^, s^juj^^, des limites projectives de sections = ]^sj et 

= ^ms? peut-etre defini comme limite projective des sections 
de Ei. 

L'ensemble ^m£^j muni de ce crochet a alors une structure d'algebre de Lie. 

Eu egard aux conditions pi o = TS^- o pj la limite projective p = ^mp; est 
un morphisme de fibres. 

L'application p = Um/Jj est alors un morphisme d'algebres de Lie entre 



•1 •JlimEi 



et 



]^TMi 



Pour tons i € N, chaque section sj et sj of Ei et chaque fonction de classe 
C°° Qi-.Mi^ M, on a 



Wi^gisi]^. = 9i [s^Silfi, + {pi (4)) {9i) s 
Afin d'obtenir la relation : 

[Sl, gS2]E = 9[S1, S2]e + (P (•Si)) (g) S2 

nous devons prouver que : 
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.])) (a 



2)//' 

En ce qui concerne le premier point, pour chaque fil (a^OjgTv > i-^- = 
5^ (xj) , nous avons 

Puisque est une application lineaire de tv~^ (xj) vers 7r~^ (x,) , cette ex- 
pression est egalc a gi (xi) x // 



(.Xj ) I . Grace a la condition de 



o 5l nous avons etabli le premier 



compatibilite // o 
point. 

Pour ce qui est du second point, nous utilisons tout d'abord la commutati- 
vite avec les difFerentielles de, and dE^■ 

et ainsi 



{dE,9i) [fi o Sjj (xj) = [dE^ (gj)] (sj) {xj) 
En utilisant la definition dEi, i.e. dE^gi = tp. o dgi on obtient 

dgi Pi (ji {sj (xj))) = dgj {pj {sj (xj))) 

et done 

Pi {fi ° ^j) i9i) (xi) = \pj o Sj] (gj) (xj) 
Grace a la condition de compatibilite, nous obtenons 

// ° (pj ° Sj) {9i) = [pj {sj)] (((^i) o g^ 
Le second point en decoule facilement. 



Q.E.D. 



6 Exemples 

6.1 Algebroi'des de Nijenhuis Lie 

Soit I iMi,Sj I I un systeme projcctif fort de varictes banachiques. 

^j>iJieN^ 

Pour tout i € N, considerons un tenseur de Nijenhuis iVj : TMj TMi (cf. 
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exemple [5|). Dans ce cas, considerons // = T6l morphisme de TMj dans 
TMj. Si nous avons la condition de compatibilite 

Ni o T5{ = T6i o Nj 

(j^TMi, ]^-Ki,lpnMi,]^Ni^ est un algebroide de Lie frechetique Lie puisque 
nous avons en particulier 



A titre d'exemple, on peut considrer le case de I'oscillateur harmonique de 
dimension infinie qui est un systeme hamiltonien L— integrable au sens de 

|Liuj . On considere la limite projective I (M^*,(^^ I ) oh 6j est la pro- 

jection canonique de M?^ sur M^*. Le tenseur de Nijenhuis Ni qui correspond 
a I'operateur de recursion peut etre ecrit comme suit : 




oil {{xi,yi) , . . . , {xi,yi)) sont les coordonnees sur M^*. II est alors facile 
d'etablir la condition de compatibilite. 



6.2 Distributions 

6.2.1 Limite projective de distributions involutives 

Une distribution sur une variete banachique B est une application C°° D : 
B — >■ TB telle que pour tout x G B,Dx est un sous espace vectoriel TxB. 
Cette distribution est involutive si pour tous champs de vecteurs X et Y 
tangents a -D, le crochet [-'^j 5^] est encore tangent a D. 
On peut remarquer que la distribution image de I'ancre d'un algebroi'de de 
Lie est une distribution involutive faible (cf. [Pel] ) si la base est reguliement 
lisse (cf. [CabPelQ . 

Soit I (Mi,5l ] I un systeme projectif fort de varietes banachiques. 

Considerons pour tout f G N, une distribution involutive differentiable Ei 
au dessus de la variete M,. 

{EijTTi, Mi, Ji)jgpj, oil Ji : Ei — )• TMi est I'injection naturelle et oia f- est la 
restriction de TSj a Ei, est un systeme projectif fort d'algebroides de Lie. 
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La limite projective i^mEj peut etre vue comme une distribution involutive 
sur le fibre frechetique l^mTAIj . 

6.2.2 Limite projective de distributions de rangs finis 

Considerons le cas d'une distribution de dimension 1 sur I'ensemble des 
jets infinis de sections d'un fibre vectoriel p : F ^ N. Soil X un champ 
de vecteurs sur F projetable sur N de projection X ; le flot ipf de X est 
au dessus du flot (pf de X et par prolongement a J°°(F) on obtient un 
groupe local a un parametre (pt = pr°°{^t^) de transformations sur J°°(F) 
(cf. [And] ■ [Olvj ). Le prolongement pr°°{X) du champ de vecteurs X est le 
champ de vecteurs sur J°°{p) associe a ce flot. Qui plus est ce flot preserve 
la distribution de Cartan (ideal de contact) C. 

On peut remarquer que C est une distribution involutive sur la limite projec- 
tive ]^mTJ^{p) qui apparait comme limite de distributions non involutives 



Rappelons qu'une variete differentiable frechetique munie d'une distribution 
involutive correspond a la notion de diffiete (eng. diffiety : differential va- 
riety) comme introduit par Vinogradov dans ( |Vinj ). On peut trouver des 
applications d'une telle situation en mecanique non holonome et en theorie 
du controle non lineaire (cf. par exemple |FLMR] ) . 

Si Ton considere un systeme d'EDP 8, i.e. une sous variete du fibre des 
jets J^{-it), on obtient, par prolongement d'ordre infini, une sous variete 
i : £ J°° (vr) de J°° (it). On a alors une distribution involutive sur £ par 
restriction de la distribution de Cartan a £ via I'image reciproque par i (cf. 
[KisVanj . [Dn]). 

Considerons maintenant le cas d'un systeme d'EDP d'ordre 1 a 2 variables. 
Soit le fibre trivial tt : E ^ M oil M = M."^ et E = M x R"^ = R x R"^. On 
munit le fibre (vr) des jets d'ordre 1 de sections lisses de E au dessus de 
M du systeme de coordonnees {x,y,u,Ux,Uy), les variables independantes 
sont X et y et la variable dependante est u. 
On considere alors le systeme d'EDP du premier ordre 



j'ip) (cf. IHi^). 
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Une condition necessaire pour que ce systeme soit integrable est que les 
conditions d'integrabilite suivantes soit verifiees sur la sous-variete TZi : 



D^tp - Dyip |7^j = 

Dans le cadre d'un systeme de ce type, on etablit que ces conditions sont 

aussi suffisantes (cf. |Sei| . 1.4) . 

Ces conditions d'integrabilite s'ecrivent alors 

^ + _ ^ _ = (CI) 
dx du dy du 

Ces conditions d'integrabilite peuvent etre interpretees de maniere plus 
geometrique en introduisant les deux champs de vecteurs sur E 

d d d d 

X = — + y^— et Y = — + i^ — 
ox uu uy ou 

Ces deux champs engendrent une distribution reguliere T)^ de dimension 2. 
La condition d'integrabilite (CI) est alors equivalente a [X, Y] = 0, i.e. a 
I'involutivite de la distribution. 

Le processus de prolongement (cf. [Olv] . 5.1.) permet de prolonger chacun 
des champs de vecteurs X (resp. Y) sur (tt) , (tt) ainsi que J°° (vr) en 
utilisant les operateurs de derivation totale (cf. |01v| . 2.3.) en les champs 
pr(i) X, pr(2) X, . . . , pr°° X (resp. pr^^) Y, pr^^) y, . . . , pr°° Y) 
Eu egard a la formule generale [Qlvj . (2.47) 

pr(") [X,Y] = fprWx,pr(")y 



on en deduit que la distribution V engendree par les premiers prolonge- 
ments pr^^^ X et pr*^^) Y est encore involutive, de meme que les diverses dis- 
tributions T>^ engendree par les prolongements d'ordre n que sont pr^") X 
et pr^") Y . La limite projective est alors une difiiete. 

6.3 Limite inverse de distributions banachiques 

On considere ici le cas oii les applications 5\^^ : Afj+i — )• Mi sont les in- 
jections canoniques entre varietes de Banach, les distributions Ei de corang 
1 sont definies comme kera, oii est une 1-forme verifiant les differentes 
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conditions de compatibilite. 

On peut rencontre cette situation pour Mi = C*(S^) ou ai{ui) = Jgi Ui{x)dx. 
La distribution associee est affine ( [KapMak] ) et est liee au premier tenseur 
de Poisson de I'equation de KdV. 

7 Limite projective forte de semi-gerbes 

Soit (E'j, vTj, Mj, un systeme projectif fort d'algebroides de Lie. 
Considerons une suite (7i)jgp^ oti 7^ : [0, 1] — )• Ei est une courbe admissible 
telle que pour tous i,j € N tels que j >i 

fi ° 7i = li 
Par consequent 7 = ^1117^ existe. 

Pour tous i, j € N tels que j > i et pour tous t € [0, 1] , en faisant appel aux 
egalites 

(vr. o 7,)' it) = [6i o o 7,.))' (i) = T5l ((vr, o 7,.)' (0) 
on obtient : 

{TTi o 7i)' (t) - Pi (7i it)) = T6i {{7TJ o 7,)' (t) - pj (7, (t))) 
Et ainsi pour tout t G [0, 1] , nous avons : 

(vro7)/(t) =p(7 (t)) 
Une telle courbe sera appelee courbe admissible dans E = l^mEj. 

Considerons maintenant {Si)^^^ ou Si : Ei ^ TEi est une semi-gerbe tel 
que 

Tf^oS, = S,of^ 

On peut alors definir S : {uq, ui, . . . ) i-)- {Sq (uq) , 5*1 (ui) , . . . ) qui est une 

section C°° de ]^in .TEi. 

II est facile de voir que Ton a, te o S = Me- 

Pour tous i,j G N tels que j > i et tout Ui = ff (uj) on a : 

(TTTi O Si - Pi) (Ui) = (riTi O Si o // - PiO fl^ (uj) 

= {TiTi o Tfl o Sj - PiO fl^ (uj) 

= (t U^ o fn o Sj -piofA (uj) 

= [T (si o TTj) o sj -Piofl) (uj) 
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Finalement, on peut ecrire 

(TvTi o Si - Pi) (ui) = T6j {TiTj o Sj - pj) (uj) 
Et ainsi nous obtenons 

Tvr o s = p 

S sera appelee semi-gerbe. 

On peut definir de maniere evidente la notion de gerbe sur la limite projective 
]^in Ei comme limite projective de gerbes.. 

On termine ce travail par une proposition qui fait apparaitre le lien entre 
semi-gerbes et courbes admissibles. On generalise alors un rsulatat de [Anaj 
(pour le cas des gerbes, dans le cas particulier E = TM, voir jRezMalj ). 



Proposition 13 Un champ de vecteurs S = l^m Sj on E = ^mEi est une 
semi-gerbe si et seulement si toutes ses courbes integrales sont des courbes 
admissibles. 

Preuve. — La preuve n'est rien d'autre qu'une adaptation de la demonstration 
du Theoreme 2.3 que Ton peut trouver dans I'article |Ana| . Considerons pour 
ce faire une semi-gerbe S = ^imS'j et supposons que c : [0,1] ^ E est une 
courbe integrale de S. Alors pour tout i S N, Cj : [0, 1] — )• Ei est une courbe 
integrate de Si (i.e. Vt S [0, 1] ,c[ (t) = Si (cj {t))) oil ff o Cj = Ci. II s'ensuit 
que pour tout z G N et pour tout t E [0, 1] on a : 

TTTj O C- (t) = [T-Ki O Si) {Ci (t)) 

Puisque tTjOc' (t) = pi (c(t)), q est une courbe admissible, il en est de meme 
pour c = l^m ci . 

La reciproque est laissee au lecteur. Q.E.D. 

Pour un systeme projectif de gerbes il est facile de prouver, en utilisant la 
relation o J^' = /r' o hj et les proprietes des applications tangentes, que 

pour tons i, j € N tels que j > i et pour tons Ui = f- (uj) on a : 

Tfi [sj o - XTh^ o Sj) (uj) = (^Si o - XTh^ o Si^ (m) 
On peut alors ecrire S o hx = XTh\ o S et S est alors une gerbe sur E. 
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